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Petri halo: Mi az?

e A Petri haldk , eredete”

— Carl Adam Petri: német matematikus, 1926—
— a jeldlésrendszert 1939-ben, 13 évesen talalta ki
— eredetileg kémiai folyamatok leirasara szanta
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co,

O,

Production Net

— a matematikai alapokat a doktori disszertacidéjaban
dolgozta ki 1962-ben (két hét alatt)
e C. A. Petri: Kommunikation mit Automaten. Schriften des

Rheinisch-Westfalischen Institutes flur Instrumentelle
Mathematik an der Universitat Bonn Nr. 2, 1962




Petri hald: Mire hasznalhato?

Petri halok alkalmazasi kore

e konkurrens, K\/annak mas formalizmusok, \
_ pl. allapotgépek (automatak).
e aszinkron, Akkor minek egy masik?

« Kompakt médon fejezi ki az allapotot

« Szemléletesen fejezi ki a

szinkronizaciot
— Tomorebb, atlathatobb modellek/
e nemdeterminisztikus

o elosztott,

e parhuzamos,

_ és/vagy
e sztochasztikus

rendszerek modellezése.



A Petri halok alapveto tulajdonsagai

e Egyidejlleg:
— grafikus — attekinthetdseg (+hierarchia)
— matematikai reprezentacié — precizitas, egyértelmiiség
o Strukturaval fejezi ki:
— vezeérlési struktura
— adatstruktura
e Elonyok/hatranyok:
+ mas abrazolasmaddok is kiterithetéek Petri héléva}

— egyszerl feladathoz is nagy Petri halo tartozhat
— pl. megoldo mddszer automatikusan generalt modellekhez



Petri halok felépitese, mikoddése



Petri halok strukturaja

Strukturalisan: iranyitott, sulyozott, paros graf

o Két tipusu csomopont:
— hely: pe P jelolése: kor HI
— tranzicio: t e 7 jelolése: téglalap

e Iranyitott élek: v

.
— hely — tranzicio , ,
o paros graf!
— tranzicio — hely O v

—ecE: (PxT)u(Tx P)




Allapotvaltozok

Allapot:
o Allapotjel6l8: token
— token jelolése: fekete potty a hely korébe rajzolva
e Hely allapota: benne levo tokenek szama
e Halozat allapota: az egyes helyek allapotainak 6sszessege

— Allapotvektor: a = = |P| komponens(i Mtoken eloszlas vektor

— Az m;komponense a p; helyen talalhato tokenek szama
e ,p;—t m;token jeloli”




Dinamikus muikodés

Allapotvaltas:

o Allapot megvaltozésa: tranzicidk ,tiizelése”
— engedélyezettseg vizsgalata
— tlizelés végrehajtasa

e tokenek elvétele a bemeneti helyekrol
o tokenek kirakasa a kimeneti helyekre

— megvaltozott token eloszlas vektor: Uj allapot

o Engedélyezettseg: feltételek teljesilnek-e?

— feltétel: bemeneti helyek / tokenek / bemenod élek
e bemeneti helyeken van-e elég token?
e minden egyszeres €l egy tokent ,szallit”



Tobbszoros élek

Elstly:

e Barmely e € Félhez w*(e) e N+ sulyt lehet rendelni

e Aw*(e) sulyu eél ugyanaz, mint w, darab parhuzamos él
e Nem rajzolunk parhuzamos éleket, elsulyt hasznalunk

e Nem szokas feltlintetni az egyszeres sulyokat

A — O




Allapotvektor: token eloszlds vektor

M =

o Kezdoallapot: M, kezdo token elosztas
e Példa:

2 Opz |
N R



Alapfogalmak 6sszefoglalasa

Petri halo:

e Nemdeterminisztikus véges automata
o Allapotvektor: token eloszlds vektor
o Allapotatmeneti fiiggvény: tranziciok

Felépités:
e egy-egy hely egy-egy logikai feltétel

e Petri halo strukturaja koveti a feladat logikai
dekompoziciojat



Topologia

e ne(PuU T) csomopont @ 0sei és n® utddai:

— t e T 0sei a bemeneti helyei: or={pl(pt) € £}
— t e Tutodai a kimeneti helyei: t® ={pl(tp) € E}

— p € Posei a bemeneti tranzicioi: ®p = {¢|(tp) € E}
— p € Putodai a kimeneti tranzicioi: p® = {¢|(pt) € E}
e Csomodpontok P’c Pés tranziciok 7'c T részhalmazara:

oP':Uop oT':Uot

peP' tel"

P'o:Upo T'O:Uto

pEP' tETI



Topologia példa

op, = O

®p, =Y

op; = {t;}
®p, = {t, t,}
op; = {t,}
®p, = {t,}

0,® = {t,}
D;® = {t,}
D,® =
D0 = J
0:® = {t;3}

ot, = {p,}
®t, = {P1, P P3}
ot; = {P¢)
1,® = {ps}

t,® = {pP4 Ps, Ps}
;@ = {p3}




Felépites 6sszefoglalasa

Petri hald (PN) PN=(P T, E W, My
e Helyek P= P Pos s Py
o Tranziciok (tiizelések) 7={¢, &, ..., t}
PN T=
o Elek Ec (Px T)u (Tx P)
e Sulyfliggveny w*: E— N+
PN struktura N=(P T, E W)
o KezdGallapot My:P—> N

PN adott kezdoallapottal PV = (N, M)



Dinamikus viselkedés: engedélyezettség,
tlizelés, allapottrajektoria



Dinamikus viselkedés

Petri halok ,miukddésenek” egy lepese:

e Allapot megvaltozasa: tranziciok ,tlizelése

n

korabbi allapot: kezdeti token eloszlas vektor

tlizelés végrehaijtasa

1. engedélyezettség vizsgalata

2. tokenek elvétele a bemeneti helyekrol
3. tokenek kirakasa a kimeneti helyekre

uj allapot: megvaltozott token eloszlas vektor



Engedélyezettseg feltétele

e Ha egy ¢ e 7 tranzicio minden bemeneti helyét
legalabb w(p, t) token jeldli:
— w(p, t) a p-bol t-be vezeto e = (p, t) el w(e) sulya

= a tranzicio tizelése engedélyezett, ha

Vpeet:m >w (p,t)




Egyszerli modellek: szinkronizacio

Gyalogos atkel6hely
lampaval es
nyomogombbal

» Keresztezodeés
forgalmi és
gyalogos atkelOhely
lampaval




Allapotatmenet

Tlzelés végrehaijtasa:
e Engedélyezett tranzicio tetszés szerint tiizel vagy nem
— “fire at will”, de egyszerre csak egy tranzicio tiizelhet!

e TObb tranzicio engedélyezett: konfliktus

— engedéelyezett tranziciok kozil ki kell valasztani egyet, aki tiizelhet
— konfliktusfeloldas: véletlen valasztassal

= Nemdeterminisztikus miukodés
A tranzicio tlzelése:

e elvesz w(p, t) darab tokent a p € ® t bemeneti helyekrol
— wi(p, t) a p— tél sulya

e elhelyez w*(¢{ p) darab tokent a p € t® kimeneti helyekre
— wt(¢, p)a t— pélsulya



Petri halo modellek készitése
Alapveto konstrukciok, egyszeru peldak



Egyszerl modellek: szinkronizacio és allapotvaltozo

|+ Keresztez6dés
| forgalmi lampaval,
| meghibasodhat
#—+ Allapotvezérelt

« Keresztez6deés
forgalmi lampaval,
meghibasodhat

 Esemenyvezerelt




V44 7

Nemdeterminizmus és idozites

o Tetszes szerinti tlizelés jelentése:
— implicit idofogalom
— nincs idoskala
— a tlizelés a [0, ») idointervallumban barhol megtérténhet

o Tlizelésekhez tetszoleges konkrét idoket rendelve:

— Az azonos strukturaju és kezdoallapotu
nemdeterminisztikus idozitetlen Petri halo az
idOzitett Petri halonak minden lehetseges tlizelési
szekvenciajat lefedi.



Egyszerli modellek: nemdeterminizmus

Pénzfeldobds jatek
modellje. A fej nyer.
Dontetlen is lehetseges.

« Gybztes
Kihirdetése




Egyszert modellek: konfliktus

|« Etellift modellje.
Harom szintrol
hivhatjak, az adott
szinten megall.

|+ A modell hibas.

A modell
javitasa




Specialis csomopontok

Forras ill. nyeld csomopontok

e e Tforras (nyel0) tranzicio:
— Bemeno (kimend) hely nélkili (8¢ = & illetve t ® = &)
— Forras tranzicid minden esetben tud tiizelni

e PN tiszta, ha nincsenek onhurkai, azaz
~VteT:0tNtO =



Tipikus modellkonstrukciok

2

Fork-Join Randevu szinkronizalas Szemafor szinkronizalas

»
n
»
A\ 4
— @
»
=

Kolcsonos kizaras Allapotvaltoz6 Korlatos kapacitas
leolvasasa

(@)
4

[




Egyszerl modellek: kdlcsonos kizaras

 Pénzfeldobds
jatek:
egyszerre
csak ketten
jatszatnak

* Modellvasut
szakasz
erzekeld




Petri halok mikoddeésének leirasa
Tlzelési szekvencia, allapotegyenlet



Az allapotvaltozas nagysaga

A tranzicio tlzelése:

e elvesz wi(p, t) tokent a p € ®t bemeneti helyekrol
—wi(p, t) a p— tél sulya

o kitesz w*(¢, p) tokent a p € t® kimeneti helyekre
— wW*H(t p) a t— pél sulya

Ha ttlizel M allapotban
o Uj allapot: M= M+ WT.¢,

— ahol e,a ttranzicidonak megfelelo egysegvektor



atrix példa
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Szomszedossagi matrix

e Sulyozott szomszédossagi matrix: W = [w({ p)]
e Dimenzidja: t xn = |T| x |P]
e Ha ttlizel, mennyit valtozik a p-beli tokenszam:

WH(E p)—wi(p t)ha (L, p) € Evagy (p, t) € E

W(E p) = - ,
0 ha(f p) e Ees(p &) ¢ E




Ha ftuzel
o Uj allap

Az allapotvaltozas nagysaga

M allapotban
ot: M= M+ WT.¢

— ahol e, a ttranzicionak megfelelo egységvektor

e Ahol W

a sulyozott szomszédossagi matrix

- W = [w({ p)]
— Dimenzidja: t x t = | T| x | P]

— Ha ¢t

lizel, mennyit valtozik a p-beli tokenszam:

W(Z p) = -

Wi p)—w(p t)ha (4 p) e Evagy (p, t) € E

0 ha(t p) e Eés(p t) ¢ F

\




Tlzelési szekvencia

o Allapotatmeneti trajektoria

— egymast koveto tlizelések hatasara felvett allapotok

e TUlzelési szekvencia
G = (Mjp tig My - G M) = (tig - G
e Ha az 6sszes tranzicio kielégiti a tlizelési szabalyt:
— M,, allapot M.,-badl elérhetd a o tiizelési szekvencia altal:

I\/IiO [Q > Ivlin



Allapotegyenlet

e Petri hald dinamikaja: tokenek aramlanak

— Kirchhoff egyenletekhez hasonlo egyensulyi egyenletek

o Elofeltetel (egyéertelmuseqg): tiszta Petri halo

— Nincs olyan atmenet, amely egyazon helynek egyszerre
bemeno es kimeno atmenete: VteT (et Nte =

— Hurokel
e a tlizeléskor a tokeneloszlas nem valtozik, de

e a tlizelési feltételben szerepet jatszik



Allapotegyenlet

o Tuzelési szekvencia: M, [6>M,

<|\/||Ot|1|\/| tinMin>:<ti1”‘tin>

 Engedélyezeés:
— t;; atmenet minden p < o¢;; bemeno helyen elég token

<o M D ()W s




Allapottrajektoriak

o Allapotatmenet:
— t,; atmenet engedelyezett — tiizel
e minden p € of;; bemend helyerdl w(p, ;) tokent vesz el
e minden p e ¢ ;o kimeno helyere w *(p, £ ;) tokent tesz ki

_T_> _|_T—> T =
J ]= J

J

M. =M

j lj1

e Osszeadva és atrendezve:

M, [6>M, =M, -M, =W[5)

o Tiizelési szam vektor: az egyes tranziciok tlizeléseinek
szama a tlizelési szekvenciaban




Allapotegyenlet levezetése

M, =M, +W'g,

M; behelyettesitésevel

r

M, =M, +W'é =M +W'E +W'E
2 1 t, 0 t t,

T T T Tz
Myn=M,+W'e =M;+W'e +W'e +...+W'E

0sszevonva

M, =M, +W'G; =M -M;=W'G_




Allapotegyenlet és elérhetdség

zseton
p3
P1
A T
~ \\ \ 12
lizemben AN
\ 2
P2 1,0,1
, 12 l
nyer veszit 3
t, 2%t2 213
1,1,0
t3 )
pl 2,1,0)

jatékban

o A tiizelési szam vektorban kevesebb az informacio, mint
a tiizelési szekvenciaban!



Kiterjesztett Petri halok
A tlzelési szemantika modositasa



A tlizelési szemantika modositasa

e Cél: Petri halok mukoddesi nemdeterminizmusanak
korlatozasa
— Prioritas rendelése a tranziciokhoz
— Kapacitas rendelése a helyekhez
— Tiltd élek bevezetése



Tiltas

e Klasszikus PN:
— ponalt tlizelési feltételek
— a bemeno helyeken a feltetelek megléete?
e Tiltas:
— egyes feltetelek bekdvetkeztekor a mukodes
ne hajtddjek vegre
— tiltd él

— (orfeltétel: tranziciokhoz kapcsolt logikai feltétel)



Tilto el

e Tlizelési szabaly kiegészitese:
ha a t tranziciohoz kapcsolddo barmely (p, t) tilto el
p bemeno helyén a w-(p, t) élsulynal
nagyobb vagy egyenld szamu token van =
a tlizelés nem hajthato végre

=0




Tilto élek hasznalata

e Elony: a tiltd elek bevezetésével a Petri halok a
Turing gepekkel azonos kifejezoerot nyernek

e Hatrany: szamos analizis modszer tilto eleket
tartalmazo Petri halokra nem alkalmazhato



Példa tilto él alkalmazasara: kolcsonos kizaras

___________________________________________________

O = »i” O

04 ) 4 '®

t21 P21 P} P2 | b
| kritikus szakasz |

____________________________________________________

Ps3



Lehet ezt elegansabban is:

o3 P21 t, P2 B3

kritikus szakasz

____________________________________________________




A legegyszerubb azonban:

o3 P21 t, P2 B3

kritikus szakasz

____________________________________________________




Tilto €l kivaltasa egyszeru esetben




Prioritas
e Tranziciokhoz rendelt prioritas

e Az engedélyezett tranziciok kozll egy alacsonyabb
prioritasu mindaddig nem tiizelhet, amig van
— engedélyezett ES
— magasabb prioritasu tranzicio

e Prioritasi szinten beliil tovabbra is
nemdeterminisztikus valasztas!



Petri halok bovitett formalis definicioja

Petri hlé (PN) PN=(F T, & W, My
e Helyek P =P Por -1 P}
o Tranziciok (tiizelések) 7={¢, &, ..., t}
PN T=
e Prioritas Im: 7—> N
o Elek Ec(Px T)u(Tx P)
o Sulyfliggvény w*: F— N*
PN struktura N=(P T, E W)
e Kezddallapot My:P—>N

PN adott kezdGallapottal PV = (N, M)



Helyek kapacitaskorlatja

e Idaig: végtelen kapacitasu helyek

— az allapotvektor komponensei tetszoleges nemnegativ
egeszek

— véges eroforraskeszlet természetes megjelenitése?
e Veéges kapacitasu Petri-halo

— minden egyes p helyhez opcionalisan K(p) kapacitas

— az adott helyre betdltheto tokenek maximalis szama
e Tlzelési szabaly kiegésziil:

a tranzicio egyetlen kimeno p helyre sem toélthet a hely
K(p) kapacitasanal tobb tokent



Tlzelés veéges kapacitasu Petri haldban

Egy t e T tranzicio tiizelése akkor engedelyezett, ha
elegendod token van a bemeneti helyeken:

Vpeetim>w-(p,t)
Kapacitaskorlat (M [t > M’ tlizelés utan):
Vpete:m’y=m,+w*(tp) <K(p)
Engedélyezett tranzicio tetszés szerint tiizelhet
A tlzelés utan:
VpeP:m’'y=m,+w*(t,p)-w-(p,t)



Korlatos kapacitasu hely




Ekvivalens végtelen kapacitasu halo

— —

/"-_.-——""" "" N
Vd AN
/

/ P K(;J)M()(;)j \
!/ \
N\

/ wt(t1.p) / \ wt (73, p) \




Kiegészitd helytranszformacio

Tiszta Petri halok esetén a transzformacio menete:

e Minden egyes korlatos véges kapacitasu p helyhez
— rendeljink hozza egy jarulékos p’ adminisztracios helyet
— a p’ adminisztracios hely kezddallapota

Mo(p*) = K(p) - M(p)
azaz a p hely még kihasznalatlan kapacitasa.



Kiegészitd helytranszformacio

e AP’ hely és at e ep U pe tranziciok kdzott
kiegészitd eleket huzunk be

e Az élek iranya attol fligg, hogy t tiizelése noveli
vagy csokkenti-e a p helyen levo tokenek szamat:
— A t tranzicio es p’ hely kdzétt (t, p’) élet huzunk be |w(t,
P)| sullyal, ha w(t, p) <0, azaz a tiizelés elvesz tokent a
P helyrol

— AP’ hely és a t tranzicio kdzott (p', t) élet huzunk be

w(t, p) sullyal, ha w(t, p) >0, azaz a tlizelés berak
tokent a p helyre



A transzformalt halo ekvivalenciaja

e Belathato, hogy a kiegeszitd helytranszformacio az
alabbi tulajdonsaggal rendelkezik:

— Ha (N, M,) egy tiszta, véges kapacitasu Petri halo,
alkalmazzuk ra a szigoru tlizelési szabalyt.

— Ha (N°, M’,) a fenti transzformacio altal letrehozott
tarshaloja ennek a Petri halonak, amelyben a gyenge
tlizelési szabalyt alkalmazzuk, akkor a két hald tiizelési
szekvenciai azonosak.



Kiterjesztett és kozonseges Petri halok
kifejezoereje



Kiterjesztés néelkili PN kifejezo ereje

e Vannak olyan rendszerek, amelyek nem

modellezhetoek PN-el, ha egyik kiterjesztést sem
hasznalhatjuk?

— IGEN

e A ,nem modellezhetdseg” kulcsa:

— Nem korlatos kapacitasu hely esetén nem tesztelheto,
hogy a helyen adott & szamu token van-e vagy sem

— Specialis esetkent k=0, ami ,zero testing” probléma
neéven ismert

e Belathato, hogy egy megoldas a ,zero testing” problémara
megoldast ad az altalanos A-val paraméterezett esetre




Kiterjesztések és kifejezo ero

o Kapacitas korlat csak ,szintaktikai edesitoszer”
e Tilto él képes ,,zero testing”-re

p=0? O p=0




Kiterjesztések és kifejezo ero (folyt.)

e Prioritas képes ,zero testing”-re
e Bizonyithato: tiltd €l helyettesitheto prioritassal

P

o (D Do

T|:2<TC1




Kifejezo erd osszefoglalasiPéll

e Zero testing képesseg lehetove teszi, hogy minden
Turing gép szimulalhatd PN-el

o (Kovetkezmény: eldonthetetlen problémak...)

Turing gépek = Tilto él + PN= Prioritas + PN

PN = Kapacitas + PN = ...

[P81] J.L. Peterson, Petri Net Theory and the Modeling of Systems, Prentice-Hall, 1981.
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